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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

1. a. Plusieurs méthodes :E(—4; —4; 4) etA_C)(—l ; —4; =2) : ces deux vec-
teurs ne sont pas colinéaires, donc les points A, B et C ne sont pas alignés.
Ils constituent le plan (ABC).
b. Onan -AB =—8+4+4=0etn -AC = —2+4+-2=0.
Donc n est normal a deux vecteurs du plan (ABC) est donc un vecteur
normal a ce plan.
2. Le plan (P) a pour vecteur normal ;(1 ;15 =1).

orn ; =2-1-1 = 0. Les vecteurs normaux aux deux plans sont orthogonaux,
donc les plans (ABC) et (P) sont perpendiculaires.

3. a. Par définition puisque 1 —1+2 =2 #0, le barycentre G existe et vérifie :
1GA —1GB +2GC = 0 < 2GO +0A —OB +20C = 0 <= 20G =
—_— —_— — — 1 — —_— —
OA -0OB +20C < 0G = 3 OA — OB +20C |, ce qui se traduit pour

les coordonnées (x; y; z) de G par:

x = %(1+3+0) x = 2
y = ?(2+2—4) iy =0
z = 5(-1-3-6) z = =5

2
On abien G(2; 0; —5).

b. CG (2 ;25 =2) = 2;, ; étant un vecteur normal au plan (P). Donc la
droite (CG) est orthogonale au plan (P).

c. Onsaitque M(x; y; z) € (CG) < ilexistete[RtelqueC—Z\/fz tC—G =
x-0 = 2t x = 2t
y+2 = 2t (:»{ y = =2+2t
z+3 = =2t z = —=3-2t

d. Lescoordonnées de H vérifient]’équation paramétrique de la droite (CG)
et]’équation du plan (P) donc le systéme :

X = 2t X = 2t
y = =242t y = =242t
z = -3-2t z = -3-2t
xX+y—-z+2 = 0 2t —2+42t+3+2t+2 = 0
X 2t x =2t
y - 249t y = =2+2t )
— 2 - _3_9; — z = —3-—2¢ Ssoitenreportant
6r+3 = 0 t = _l
2

dans les trois premiéres équations :
x=-1,y=-3etz=-2.DoncH(-1; -3; -2).
4. En faisant intervenir grace a la la relation de Chasles le barycentre G,ona:
HMA — MB +2MC H =12 <> | MG +GA - MG - GB +2MG +2GC | =12 <

II GA GB +2GC +2MG =12 < 2GM =12 < GM = 6: cette égalité si-
—,_/

=0
gnifie que M appartient a la sphere de centre G et de rayon 6.

5. Calculons la distance de G centre de la sphere au plan (P) :
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dG; (P) =

|2—0+5+2|_
V12 +12+12

9

Ve =34/3 = 5,2 < 6 rayon de la spheére, ce qui

montre la sphere et le plan sont sécants en un cercle dont le centre est le pro-
jeté de G sur le plan qui n'est autre que H puisqu’on a vu que la droite (CG) est
orthogonale au plan (P) et que H est le point commun a (P) et a la droite (CG).

Le rayon r du cercle vérifie 'égalité de Pythagore : 1 + (3 \/5)2 =6 =

r2=36-27=9=r=3.

Le cercle de centre H et de rayon 3 est commun a la sphére et au plan (P).

EXERCICE 2
Commun a tous les candidats

1. On al’arbre de probabilité suivant :

Ona p(M2) x pm, (N) =

24

100 — 100 —

66

3 points
4
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o
s g 24 %6
l—oxl—o—ﬁzg.ReponseD
_ -7 6 _ 3,8 _ 42
Onap(N)_p(Ml)Xle(N)J'-p(MZ)XpMz(N)_10X10+10X10 100+

33 .
=o- Réponse B.

6
pPINAM, 3 4

4
c. Tl faut trouver py(Mp) = =2 x 22 = — Réponse A.
PN( 2) p(N) % 25 7 33 11 P
2. a. Le nombre de tirages favorables est (g) =4 (tirage de 3 boules jaunes) et
G) = 1 (tirage de 3 boules bleues).
4y, (3
+ 4+1 5 5
La probabilité est donc égale a : 8 5 k) =— = = —. Ré-
( ) = 3x4x7 84
3 316!
ponse C.
b. Ilya4 x2 x3 cas favorables. La probabilité cherchée est donc égale a :
4x2x3 24 2
T = —.Réponse A.
36 3x4x7 7
ez . . , . 4 4 1
¢. La probabilité de tirer 3 boules jaunes est égale a o- = ———— = —.
36 3x4x7 21
Donc la probabilité de ne pas avoir un tirage de 3 boules jaunes est égale
20
a—.
21
La probabilité de ne pas avoir de tirage de 3 boules jaunes en n tirages
n
est donc égale a (5) . La probabilité de |'évenement contraire « obtenir
n
au moins une fois trois boules jaunes » est égale a 1 — (E) .
11 faut donc résoudre I'inéquation :
20\" 20\" 20
1-|—] 20,99 < [—]| <€0,01 < nln{—1|<In0,01 <
21 21 21
( | (20)<0) >an,Ol
carln| — nz—-—.
21 In(31)
Liban 2 31 mai 2011
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moo1
(%)

Il faut donc réaliser au moins 95 expériences. Réponse C.

EXERCICE 3 5 points
Candidats ayant suivi ’enseignement obligatoire

Partie A : Restitution organisée de connaissances

Démonstration classique.

Partie B

1. Onalzal?=1+1=2=|zx] = V2. En factorisant ce module :
2 2 z
Zp = ﬁ(% —i%) = \/Q(cos—% +isin—%) = v2e7%. Le module est égal a

7
V2 etun argument est — 1

z5_ 2+V3+i  (2+V3+i)(+i 2+V3-1+i(2+V3+1)

Tz 1-i (A-Da+i 1+1
1+V3+i(3+V3) 1+\/§+_3+\/§
= 1 .
2 2 2

b. Calculons le module :
2_(1+v3) (3+v3) _1+3+2/3+9+3+6v3 _ 16+8V3 _

B _
N 4 4 4 4
4+2/3.
Or4+2v3=1+3+2x1xv3=(1++v3)". Donc @‘=1+\/§.
ZA
En factorisant ce module on obtient :
3+v3)(1-v3
@Z(l'f‘\/g) 1+113+\/§ :(1+\/§) 1+11M
A 2 21+V3 2 2(1+v3)(1-v3)
1 1(3-3+V3-3V3) V3
(1+\/§) 5+15 13 —(1+\/§) E+17 =

(1+v3)[cosZ +isinZ] = (1+v/3)e'5.

c. Onadonczg = (1+v3) el3xzy = (1+v3) el3 x2e"7 = V2(1+V3) el5-1) =
V2(1+v3)eltz.

3. a. Par définition, tout point M d’affixe z a pour image le point M’ d’affixe

Z' telque z' = ze7's.
Donc en utilisant I’écriture exponentielle de zg, on a
25, = V2(1+V3)elz xe 15 = v2(1+v3)e %,

b. On constate que zp, = zg ce qui signifie gé¢ométriquement que B; est le
symétrique du point B par rapport a 'axe (O ; ;)

a. O apour image par la rotation le point O qui a pour symétrique par rap-
port al'axe (O ; ;) le point O : le point O est donc invariant.

B a pour image par la rotation le point By qui a pour symétrique par rap-
port al’axe (O ;U ) le point B : le point B est lui aussi invariant.

Liban 3 31 mai 2011
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b. M d’affixe pel? a pour image par la rotation le point M; d’affixe

pelf x e - = pe! i(0-%)

Ce point M; a pour symétrique autour de I'axe (O ; ;) le point de méme

module mais d’argument opposé soit zyy = pei(%_e).
Onadonc M =M < pel = peils-9)
20 =% mod2n < 6 =15 modn.

= 9:%—9 mod 2n <

c. Lensemble (E) est donc la droite privée de O contenant tous les points
d’argument {5, donc en particulier le point B; mais on a vu que O était
invariant donc (E) est la droite (OB).

EXERCICE 3 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Partie A : Restitution organisée de connaissances

Partie B

1. Par définition si k est le rapport de la similitude, alors CB = kDC. Or puisque
ABC est rectangle isocele en A, CB = CAv/2 = CD /2. Le rapport de la similitude
est donc égal a v/2.

Langle est égal a (D—C> ; C—B)) =—
2. a. DC=0C-GD = |DC| =pe2= |ac -ap | = (ac -ab ). (ac -ap) =
o] o -2 5.
Le rapport de la similitude étant de v/2, ona QC = QDV/2, et QC? = 2QD?.
D’ochz=2QD2+QD2—szDx\/ixQDxcos(ch;gﬁ)z

2
30D2 - 2y/2 x QD? x % =3QD? - 20D? = QD?.
b. Laderniére égalité montre que DC = QD, c’est-a-dire que le triangle QCD

. N . T
estisocele en D. Mais comme I’angle en Q2 mesure 7 I'angle en C mesure

LT P 5 ) i
aussi 1 et par supplément a 7, 'angle en D mesure 2

Conclusion : le triangle QDC est un triangle rectangle isocele en D.

3. a. o composée de deux similitudes est une similitude dont le centre est Q
centre des deux similitudes, dont le rapport est égal aux produit des rap-
ports des deux similitudes soit v2 x /2 = 2 et dont !’ angle est égal a la

b
somme des angles des deux similitudes soit Z + i E

b. Ona s(D) =Cet s(C) =B soit s[s(D)] = B ou encore so s(D) =
Conclusion B est I'image de D par o.
4. D’apres les deux questions précédentes QB = 2QD et ((ﬁ) ; OB ) =5
Le quadrilatere ADQB a dont trois angles droits : c’est un rectangle.
5. a. Defacon évidente l'affixe du point Q est 1 + 2i.
Puisque s est la similitude de centre Q de rapport v/2 et d’angle %, I'image

d’un point M d’affixe z est le point M’ d’affixe z' tel que :
- 2 2
—(1+20) = V2e'1 [z- (1+20)] < 2/ = 1+2i+\/§(§ +i§) [z—(1+2i)] <

Z=142i+(14+D)[z—(1+2)] < 2/ =14+2i+z(1+1)-1-2i—-i+2 <
2 =z(1+1)+2-i.

Liban 4 31 mai 2011



Corrigé du baccalauréat S A.PM.E.P.

b. Avec z=x+iyetz =x'+iy/, on aenremplagant dans la définition com-
plexe de la similitude :

X +iy = (x+iy)Q+)+2-i < X' +iy =x—y+2+i(x+y-1)
et en identifiant parties réelles et parties imaginaires :

{x’ = x—y+2

¥ x+y-1

C. Onam(x—yﬁz; x+y-1) eth(l ; 3).
Doncm-A_I)zo — x-y+2+3(x+y-1)=0 <
X—y+2+3x+3y-3=0<= 4x+2y-1=0 < 4x+2y=1.
Si x et y sont des entiers la relation trouvée signifie que x et y sont pre-

miers entre eux, mais aussi que 4 et 2 sont premiers entre eux ce qui est
manifestement faux.

On peut également dire simplement que 4x + 2y est pair : ce nombre ne
peut donc étre égal a 1 impair.

Conclusion : il n’existe pas de point M du plan dont les coordonnées sont
des entiers relatifs et tels que AM’ -A] =0

EXERCICE 4 7 points
Commun a tous les candidats

Partie A

1.

La fonction est dérivable sur [0 ; +oo] et sur cet intervalle :

flo=1-e*.

Orf'(x) >0 < 1-e™*>0 < 1>e* < (par croissance de la fonction In)
0>-x < x>0.

Conclusion : f'(x) > sur [0; +ool : la fonction est croissante sur cet intervalle.

. On sait que xlirP e ¥ =0, donclimx — +oof(x) = +o0.
—+00

. Soit d la fonction définie sur [0 ; +oo[ par d(x) = f(x) —x=e"*.

X

On a vu que lir+n e " = 0 ce qui signifie que la droite d’équation y = x est
X—+00

asymptote oblique a (%) au voisinage de plus l'infini.

Partie B
1. La fonction g est dérivable sur [0 ; +ool et sur cet intervalle :
') =1 1 _1+x—1_ X
g= 1+x  l1+x  1+x

Comme x >0et 14+ x> 1> 0, le quotient g’(x) est positif ou nul : la fonction g
est donc croissante sur [0 ; +oo[. Comme g(0) = 0 on en déduit que pour tout x
de[0; +oo[,g(x) 20 <= x-In(1+x) 20 < x>In(1+x) < In(1+x) < x.

1

1
. En appliquant I'inégalité trouvée a x = Py on obtient In (1 + %) <5 =

ln("T“)gé — ln(n+1)—lnn<% — ln(n+1)<lnn+%.

. On a pour tout réel positif x, f(x) =x+e ™ d'otavec n > 1,

1 1
(nn)=lnn+e " =lnp+ — =Inn+—, carpour n> 1, e = p.
elnn n p

. Initialisation In1 < u; =0+e~9 = 1 est vraie.

Hérédité Supposons qu'il existe p e N, p > 1 tel que
Inp < up. Donc:

Liban
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6.

7.

f(Inp) < f(up) carla fonction f est croissante sur [0 ; +oo[. Mais d’apres la
question 3.

1 1 1
f(lnp):lnp+;,donclnp+; <flup) = lnp+; < Upst.

1

Mais d’apreés la question 2. : In(p + 1) < Inp + —, d’ot1 finalement par transiti-
p

vité :

In(p+1) < up41.

On a donc démontré par récurrence que, pour tout entier naturel 7 non nul,
In(n) < uy.

. Comme lim Inn = +oo, par comparaison : lim u, = +oo. La suite est di-
n—+oo n—+oo

vergente.

a. Un petit dessin vaut mieux qu'un long discours :

y=1

=

%

k-1 k

1
Le rectangle gris a une largeur de T et une longueur de 1, donc une aire

1
de —.
k
1
La fonction x — — étant décroissante et positive, I'intégrale ci-dessus

X
est égale a I'aire de la surface hachurée, d’ot1 'inégalité.

b. On a admis que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2,
1

n-1°

1
un<1+5+--~+

k

1 1
On vient de démontrer que pour k > 2, % < f — dx, donc l'inégalité
k-1 X
précédente devient :

2 n—1
u, <1 +f —dx+--- +f — dx ou d’apreés la linéarité de l'intégrale :
1 X n-2 X

n—ll
un<l+f —dxou
1 X

up <1+ [Inx]?"! et finalement
u, <l+In(n-1).

Up 1+In(n-1)
In(n) = In(n)
1+ln(n-1) 1 In(r-1) 1 IWnra-;01 1 Inn+ind-;)

Onapourn>1Inn)<u, <l+ln(n-1) < 1<

) =— =—+ =—+
In(n) Inn Inn Inn Inn Inn Inn
l1+ln(n-1 1 In(1-4) L . .
Donc ——m8M = — —— . Il reste a écrire les limites, mais plus
In(n) Inn Inn
de formes indéterminés ici.
1+In(n-1) B

On trouve lim
n—+oo In(n)

n>=2

. , N P . u
Finalement, d’apres le théoreme des « gendarmes », lim ( L
n—+oo \ In(n)

Ceci signifie que pour n assez grand u,, = Inn.
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